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Giris

1.1 Matematikte Kesinlik

Matematigi diger ugraglardan ayiran harika bir 6zelligi var: kesinlik. Buradaki kesinlik
ile ne kast edildigi yanlis anlagilabiliyor, o yilizden biraz daha agalim. “Matematik
sadece kesin olan seyleri konu eder.” ya da “Matematikteki bir sonug her kosulda
kesin olarak gecerlidir.” olarak yorumlarsak hataya diigseriz. Matematik elbette yazi
tura atma, zar atma gibi sansa bagli, ihtimal iceren konularda da kesin hiikiimler
verebilir. Para atarsaniz kesin yazi gelir, ya da kesin tura gelir demesi diisiiniilemez
tabi. Ama hilesiz bir paradan bahsediyorsak, yaz gelme ihtimali de tura gelme ihtimali
de bir bolii ikidir. Bu kesin bir hiikiimdiir.

Bir de “iki dogru ya kesisir, ya paraleldir” iddiasina bakalim. Bir insanin kolayca
kabul edebilecegi bu iddia ashinda cok kisith sartlar altinda dogrudur, sadece Oklid
geometrisinde ayni diizlemde olan dogrular icin gecerlidir. Ornegin su iki dogruya
bakin: odanin bir duvarinin zemin ile bulustugu yerdeki dogru ve bir yandaki duvarin
tavan ile bulugtugu yerdeki dogru. Bunlar ne kesisirler, ne de paraleldirler. Yani ortaya
atilan iddia ti¢ boyutta dogru degil. Peki o halde matematikte var oldugu iddia edilen
kesinlik nedir?

Matematik bir takim varsayimlardan baglayip cikarimlar yaparak bu varsayim-
larin sonuglarma ulagir. Cikarim yapmak igin herkes aym kurallar: kullanir: klasik
mantik kurallari. Bu kurallarin evrensel olmasindan dolay1 ayni varsayimla yola ¢ikan
herkes ayni sonuclara ulagmak zorundadir. Birincisi bu anlamda bir kesinlikten bah-
sedilebilir. Bir A noktasindan yola ¢ikan herkes, aym yolda ilerleyecegi i¢in mutlaka
B noktasina varacaktir. Yani matematigin kurallar1 agik ve nettir. Nasil ki satrancta
her tagin yapabilecegi hamleler kesin olarak belirlenmigse, matematigin hamleleri de
kesin olarak belirlenmistir. Kimse at1 alip li¢ kare ileri tagiyamaz. Tagimaya kalkarsa
mantik hatasina diiser ve yanlis sonuglara varir. Ve oyunu izleyen birisi hemen bu
hatay1 fark edebilir. Ama baglangic noktamz farkl ise, tabi ki hamleleriniz sizi bagka
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yerlere gotiirebilir.

1.2 Matematiksel Kanit

Ikinci bir anlamda kesinlik ise matematikte kanit olmasmdan kaynaklidir. Ve bu ka-
nit, ispat ya da delil, polisiye romanlardaki suglunun kim olduguna dair kanittan, ya
da suyun yiiz derecede kaynadiginin kamtindan farkhidir. Ciinkii bir sug islenmigse
kimse gercekten ge¢mise gidip kontrol edemez, ve kimse gelecekteki her denemede
suyun yine yiiz derecede kaynayacagini garanti edemez. Bu iki durum igin de insan-
lar1 ikna etmek ¢ok zor olmayabilir, ancak bunun hi¢ bir 6nemi yok, ¢iinkii insanlar
kandirilabilirler. Tarihte bog yere hiikiim giymis, hapis yatmis pek ¢ok insan vardir.
Herkesin suglulugu kanitlanana kadar masum oldugunu diigtiniirsek, tarihte birileri
masum insanlarin aslinda suclu olduklarinin kanitlandigina hitkmetmigler. Zaten il-
kemizde kandirilma konusuna 6rnek bulmak hi¢ zor degil, bagkalarin1 kandirarak isim
yapmug tinlii dolandiricilarm oldugu bir iilkede yasiyoruz. Insanlari kandirmak miim-
kiin olduguna gore, matematikte kesin bir kamt sunmak nasil miimkiin olabilir?

Cevap aslinda ¢ok basit: insani 6geleri ortadan kaldirarak. Insan zihninin mantik-
sal ¢ikarimlar yapma yetisi vardir, ancak bu bir egitim ve gaba gerektirir. Giinliik
hayatta insan davranigi mantikli olmaktan uzaktir, duygular, i¢ giidiiler gibi zihin-
sel disiplinden kopuk 6gelerin de tesiri altinda kalir. Ornegin heyecana ya da 6fkeye
kapilip sonradan diigiindiigimiizde pigsman olacagimiz davraniglarimiz olabilir. Oysa
“gecen giin bir kanit yaptim, ¢ok pigmanim” diyen olmaz. Matematikteki kanitlardan
insani 6geleri ¢gikarmak demek, kanitin gegerliligini, onu yazan, okuyan ya da diigiinen
kisiden bagimsiz hale getirmek demek. Bunu yapmak igin ne anlama sahip oldugu
kesin olarak tanimlanmig semboller, ifadeler kullanmak ve mantiksal ¢ikarimlari me-
kanik hale getirmek gerek. 19. ve 20. yiizyilin biiyiik matematik¢isi David Hilbert de
tam olarak bunu hedefliyordu: dayanak olarak kullanilacak basit birkag ilkeden yola
¢ikarak biitiin matematigi mekanik bir gekilde iiretebilecegimiz bir sistem kurmak.
Giiniimiizde bilgisayarlarla kamt iiretmeye ya da yazilmig bir kanit1 kontrol etmeye
yarayacak yazilimlar iizerine ¢aligiyor. Bunu bagarmak igin gereken ilk adim mantiksal
¢ikarimi mekanik hale getirmek.

Oyunun kurallarimi zeka sahibi olmayan bir bilgisayarin da oynayabilecegi sekilde
koydugumuz zaman insani 6geleri aradan ¢ikarmig oluyoruz. Bu saatten sonra oyunun
baglangi¢ pozisyonunu belirleyince, yapilabilecek hamleler belli oldugu i¢in, oyunun
olas1 biitiin konfigiirasyonlar1 da belirlenmis oluyor. Oyunu kimin oynadigi 6nemli
degil, bir bilgisayar da oynayabilir, mekanik olarak kurdugumuz bir alet de. Sonugta
hepsi ayni sekilde oynamak zorunda. Burada satrang benzetmesi artik yetersiz kaliyor,
¢linki matematik iki kiginin kargilikli oynadigi bir oyun degil, tek kisilik bir oyun.
Ustelik bir hamle yaparak kimi hamleleri kisitlamak da sz konusu degil. Tek bir
satirdan olugan bir satrang tahtasi diigliniin, tek bir oyuncusu var, oyuncunun tek bir
piyonu var. Piyon her seferinde sadece bir kare ileriye gidebiliyor. Burada artik kisisel
tercihe de, yanlis hamleye de yer yok.
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Matematiksel kanit da nihayetinde bir ikna gerektirir. Ama ikna etmeye caligtigi-
miz belli bir kisi de degil, ge¢miste yasamig, bugiin yasayan ve gelecekte yasayacak
biitlin insanlar, bu oyunu 6gretebilecegimiz biitlin bilgisayarlar. Kurmaya ¢ahigtigimiz
zihinsel bir sistem. Iste matematikteki kesinlik buradan kaynakli. Insanoglu zaman
igerisinde turnayi géziinden vurdu ve bu sistemi buldu. Daha gii¢lii bir sey diigtinmek
¢ok zor.

Kanit insani 6gelerden arindirilmigtir dedik. Ama yine yanls anlagilmasin, insani
ikna etme konusunda {istline yoktur, hi¢ bir siipheye yer birakmaz. Hatta Oyle gii-
zel ikna eder ki bir kaniti1 okudugunuzda tatmin duygusu hissedersiniz. Insanlar bu
sistemi anlayabilecek ve sunulan kanitlarin sisteme uyumlu olup olmadigini kontrol
edebilecek yetilere sahipler. Ve insan bu sistemin i¢ine bagka sekillerde de dahil olur:
oyunun baglangi¢ pozisyonunu se¢me 6zgiirliigiimiiz var! Bu da aslinda su anlama ge-
liyor: ortada bir tane matematik yok, bagka tiirlii matematik tiretmek de miimkiin.
Okullarda okutulan ise genel kabul géren, ana akim diyebilecegimiz bir matematik-
tir. Oyunun baglangig pozisyonu ZFC kiimeler kuraminin aksiyomlaridir. Ama bagka
baglangi¢ pozisyonlarina kargilik gelen bagka matematikler de var. Hatta bazilarinda
sadece baglangi¢ pozisyonu degil, oyundaki hamleler de degisebilir. Klasik mantik ye-
rine bulanik mantik ya da figiincii halin olmadigi mantik kurallar1 da kullanilabilir.
Ama kurallar belirlendiginde, baglangi¢ pozisyonu belirlendiginde artik biitiin sonug-
lar bellidir. (Bu yazida elimizde geligki olmayan bir sistem oldugunu varsaydik. Eger
piyon her seferinde bir kare ileri gidebilir, ve her seferinde en az iki kare ileri gitmeli
gibi geligkili kurallar varsa o oyuna giiven olmaz.)

1.3 Kanitin Onemi

Matematiksel kanitin neden kesin oldugundan bahsettik. Biraz da éneminden bahse-
delim. Insan zihni cok hareketlidir, siirekli yeni diisiinceler iiretir. Bunlarin bazilari
akla cok yatkindir, mantiga hitap eder. Bazilar1 sanki dogru olabilir gibi gelir, ancak
ilk bagta emin olamayiz. Bazilarini kendimiz anlamakta bile zorlaniriz, ve tam olarak
ifade edemeyiz. Her durumda bir kanit yazmak, diigiincenin dogrulugunu sonsuza ka-
dar onaylar. Bir kere kanitlanan bir sonug, binlerce yil sonra da gegerliligini korur,
6liimsiiz hale gelir. Insanoglunun en ayirt edici 6zelliklerinden birisinin nesilden nesile
bilgi aktarabilmek oldugunu diigliniirsek bu muazzam bir durum. Yine de matema-
tikte kamit her gsey degildir. Matematikte kanit, son adimdir. O adima ulagsmak ayr1
bir caba gerektirir.

Bir kere bir iddianin kanitlanabilmesi i¢in, ortada bir iddia olmalidir. Bu iddia
‘canim sikiliyor’ gibi 6znel bir konuda degil, iyi tanimlanmig matematiksel nesneler
ile ilgili olmalidir (burada ’canim’ nedir ve ’sikiliyor’ nedir?). "Uggen karedir’ iyi bir
baglangig, tiggeni de kareyi de matematiksel olarak tanimlayabiliriz. Ancak bu tanim-
lar1 yazdiktan sonra iddianin sa¢gma bir iddia oldugu hemen ortaya ¢ikar. Dolayisiyla
iddianin biraz da elle tutulur bir yan1 olmasi1 gerekir. Boyle iddialar ortaya koymak
hic de kolay degil. Isterseniz okulda heniiz geometri gérmemis birisine ’licgen’i ve ’i¢
acilarl’ tamimlayin, ve ’{icgenin i¢ acilari toplami’'ni sorun. Bir kenar1 a, bir kenari
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b olan karelerin alanini nasil buldugunuzu soyleyin, ve bir kenar1 a + b olan karenin
alanini digerleri cinsinden sorun. Burada ortada iddianin iskeleti var, bogluklar1 dol-
durmaya calisiyoruz. Ama 6ncesinde birisinin bu iskeleti kurmasi da gerek. Ornegin
geometrik egriler ile cebirsel polinomlarin baglantili olabilecegini diigiinmesi gerek.
Buna matematiksel yaratma siireci diyelim. Matematik yaratmak hi¢ de kolay degil-
dir, ¢linkii bunun regetesi yok. Bu acidan bakilinca kamit yapmak gorece daha kolay.
Clinkii kanitlarin nasil yapilacagina dair regeteler vardir. Bu kitabin konusu da bu:
Kanit yontemleri.

Bir matematik¢i ne kadar kanit yontemi bilirse, elindeki sorunun kabugunu kirip
icindeki odiile ulagmasi i¢in o kadar ¢ok aleti var demektir. Mandalinay1 elle soymak
cok kolaydir, ancak karpuz icin bicak gerekir. Hindistan cevizi i¢inse bagka aletler
gerekir. Bu kitabi okuyanlara yaygimca kullanmilan kanit yontemlerini tanitmayi, ve
bunlarin is tizerinde nasil kullanildigin1 pek ¢ok 6rnek iizerinden goéstermeyi hedefliyo-
ruz. Matematiksel igerigi ¢cok derin olmayan, daha ¢ok sayilar kurami ve kombinatorik
alanindan 6nermeler {izerinde bu kanit yontemlerini uygularken amacimiz aletleri ta-
nitmak ve 6n plana c¢ikarmak. Bir aleti kullanmada ustalik kazanmak i¢in bol bol
aligtirma yapmak gerekir. Okura da tavsiyemiz, kanmitlari okumadan 6nce eline yeni
tutusturulmug alet ile acemice de olsa ige kendi girigmesidir. Bu ugrastan sonra kanit-
lamakta bagarisiz olsa bile, kanit1 okudugunda daha derin bir anlayisa sahip olacaktir,
neyi yanhg ya da eksik yaptigim goriip gelecekteki sorularin kargisina daha iyi bir
matematikci olarak ¢ikacaktir.

Matematigin kanittan ibaret olmadiginin, ortaya kamtlanacak énermeler koymak,
ondan da Once s6z konusu nesneler ile ilgili anlaml sorular ortaya atmak gibi yara-
ticilik ve derin diigiinme becerisi isteyen yanlarinin da oldugunun altini bir kez daha
gizelim. Sadece kanittan ibaret bir matematik miimkiin degil, ancak matematigi kanit-
s1z yapmak da miimkiin degil. Bu kitap sadece kanit yontemlerini 6gretmeyi amagliyor.
Matematiksel soru sorma, iddia ortaya atmaya dair 6nerebilecegimiz bir Tiirkce kay-
nak George Polya - Nasil Cozmeli.
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