Bolum 3

(Genel Terimler ve Semboller

Bu bélimde, éntimiizdeki yazilarda bol bol kullanacagimz kimi matematiksel terim-
lerin ve sembollerin ne ifade edecegini kisaca agiklayacagiz. Ileride kafanizi karigtiran
bir sembol ya da terim olursa geri doniip bu boliime bagvurabilirsiniz.

e Tamim - Ik defa kullanacagimiz bir terimi, énceden bildigimiz kavramlar cin-
sinden, bir muglakliga yer birakmayacak gekilde, gereksiz 6gelerden armndirilmig
olarak tarif etmek.

e Onerme - Iyi tamimlanmis matematiksel kavramlarla ilgili olan, dogru ya da
yanlig dogruluk degerinden birisini alabilen matematiksel ciimle.

° ispat - Bir 6nermenin ispati, 6nermedeki varsayimdan yola ¢ikarak mantiksal
¢ikarimlar ile 6nermede iddia edilen sonuca ulagan ara adimlardan olugur. Eger
varsayim dogru ise, mantiksal ¢ikarim hatasi yoksa, ulagilan sonucun dogrulugu
ispatlanmig olur.

e Aksiyom - Ispata gerek duymadan dogrulugunu kabul ettigimiz énerme. Biitiin
bir teoriyi temellendirmek i¢in boyle dayanak noktalar: kullaniriz.

e Teorem - Aksiyomlardan yola ¢ikarak mantiksal ¢ikarimlarla dogrulugunu is-
patladigimiz énermelere teorem denir.

Not 1: Aksiyomlarin kendi baslarina dogruluk degerleri yoktur, biz onlary dogru
varsayp yola devam ederiz, bir teori insa ederiz. Istersek aymi aksiyomlarin
tam tersini dogru kabul edip baska bir teori de insa edebiliriz. Ornegin klasik
Oklid geometrisi 5 aksiyoma dayanir. Uzun siire besinci aksiyomun ilk dordiniin
bir sonucu oldugundan siphelenen matematikgiler bu iddialarne kanitlamaya
calhsirken ilk dort aksiyomun gecerli oldugu, ve besinci aksiyomun daha farkl
oldugu OKlid-dusr geometrilerin varlgm kesfettiler. Bu geometrilerden hangisi
dogru anlamsiz bir soru. Hepsi baska durumlarda gecerli teoriler.
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3.1 Semboller

3.1

Not 2: Bir takim aksiyomlara dayaly bir teori insa edeceksek, bu aksiyomlarin
birbiri ile celismemesini isteriz. Ik aksiyomumuz P, ikincisi P’'nin tersi ise, or-
taya cikacak teori celiskilerle dolu olacagy i¢in bir ise yaramaz. I¢inde celiski
olmayan teorilere “tutarl’” deriz. Bir aksiyom sisteminin tutarl olup olmadigine
kontrol etmekse kolay bir is degildir.

Semboller

x € A: Bir A kiimesi i¢in “x, A'nin elemandir.”
N: Dogal sayilar kiimesi {0,1,2,...}

Z: Tamsayilar kiimesi {...,—2,-1,0,1,2,...}
Q: Rasyonel sayilar kiimesi

R: Reel sayilar kiimesi

Vr € A: A kiimesindeki her x eleman igin

Jx € A: A kiimesinde 6yle bir x elemani var ki
Jlz € A: A kiimesinde Oyle bir ve sadece bir x elemani var ki
=P : P onermesinin degili

P AQ: P 6nermesi ve () énermesi

PV @Q: P 6nermesi veya () énermesi

P = (@: P Onermesi ise ) 6nermesi
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Bolum 4
Dogrudan Ispat

Bu boélimde kanit yontemlerinden en sadesi, insanin aklina ilk gelecek olan dogru-
dan ispat1 tanitacagiz. Amacimiz “P ise Q7 seklindeki kosullu ifadelerin dogrulugunu
kontrol etmek. “P ise )7 demek, aslinda “Eger P Onermesini varsayarsak, o zaman
mantiksal olarak ) 6nermesine ulagiriz.” demektir. Biz de P’den yola cikip Q’ya va-
racak diimdiiz, dogrudan bir (mantiksal) yol arayiginda olacagiz.

“P ise Q" kosullu ifadesinde P’ye hipotez/varsayim, Q’ya da sonug/gikarim
deriz. Ornek iizerinde gérmek istersek:

nx (n+1)

Onerme: n pozitif bir tamsay: ise ilk n pozitif tamsaymin toplami "dir.

Varsayim: n pozitif bir tamsayidir.

nx (n+1)

Cikarim: Ik n pozitif tamsaymim toplami “dir.

Gordiigiiniiz iizere bize kogullu bir 6nerme verildiginde, kanita baglayacagimiz yer
ve kanit1 bitirecegimiz yer verilmis oluyor. Bize diisen aradaki kopriiyii kurmak.

Yazilarm kalanindan fayda saglamaniz igin size birkag¢ ufak 6nerimiz olacak. Her
ispat yontemi i¢in kanitlarina yer verdigimiz birgok teorem Ornegi goreceksiniz. Bu
ornekleri roman okur gibi okuyup ge¢mektense bolca pratik yapabilmeniz igin hazirla-
dik. Bir teoremi okuduktan sonra kanitina bakmadan énce kendi baginiza kanitlamaya
caligmanizi giddetle 6neriyoruz. Teoremlerin iddialarinin énemi ¢ok az, sizin teorem
kanitlamay1 6grenmenizin énemiyse ¢ok fazla. Gerekirse bir teoremin ispati iizerinde
saatler ge¢irin, olmazsa giinler gecirin, zararim degil, faydasini goriirsiiniiz.
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4.1 Dogrudan Ispat

4.1 Dogrudan Ispat

Dogrudan ispatin yapis: su sekildedir:

Varsayim: P’yi varsayalim.

Cikarim: O halde @ saglanir.

Aradaki adimlarda tanimlara, daha 6nce kamitladigimiz teoremlere bagvurup man-
tiksal ¢ikarimlar: kullanarak sonuca ulagmak istiyoruz. Basit bir sonug iizerinde bu
yontemi uygulayalim.

Teorem 4.1.1. n bir tek tamsayysa, n? de tek tamsayrdar.

Not: Simdi goreceginiz iizere insanin “bu zaten dogru ki’ diye diigiindiigii iddi-
alarin kanitlarini yazmasi hi¢ de kolay degildir. Asagidaki kutuya teorem hakkindaki
diigiincelerinizi, kanitlamak i¢in ne kullanabileceginizi ve eger bir ¢ikar yol goriiyorsa-
niz kanitiniz yazabilirsiniz.

ik diisiinceler:

Ornek ilk diisiinceler

Bunda kanitlanacak mne var, ilkokuldan beri biliyoruz. Tek sayilar
{...,-3,-1,1,3,5,...} kiimesinin elemanlar. Ornegin (—3)2 = 9, (-1)? = 1,
12 =1, 32 = 9, 5% = 25. Biitiin tek sayilarn karelerinin de tek tamsay1 oldugu
kolayca goriiliiyor. Inanmayan herhangi bir tamsay1 secip deneyebilir.

Bu diisiince zinciri matematiksel bir kamit degil. Ama bu, hicbir degeri yok demek
degil. Genelde bir iddiay: ele aldigimizda dogru olup olmadigin énceden bilmeyiz.
Kanita baglamadan 6nce dogru oldugunu mu kanitlayacagiz, yanlig oldugunu mu, bu
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4. Dogrudan ispat

konuda bir fikir sahibi olarak ilerlemek gerek. Bu ilk diigiinceler bize iddianin dogru
olmasimin daha olasi oldugunu soyliiyor. O halde bunu birkag 6érnekte dogrulamakla
kalmayacak, her tek tamsay1 i¢in giipheye yer birakmayacak sekilde ortaya koyacak
bir agiklama yazmaya calisalim. Sonunda kanitimizi suna benzetmek istedigimizi ha-
tirlayalim:

Varsayim: n bir tek tamsay1 olsun.

Sonug: O halde n? de bir tek tamsay1 olur.

1. Deneme:

Varsayim: n bir tek tamsay1 olsun.

Tek tamsayilar 2’ye tam béliinmeyen, 2’ye boliimlerinden 1 kalan tamsayilardir.
O yiizden n tamsayis1 2’ye tam boliinmiiyorsa n? tamsayisi da ikiye tam boliin-
mez.

Sonug: O halde n? de tek tamsayidir.

Bu deneme cok daha iyi. Oncelikle tek tamsayilar1 ii¢ nokta koyarak, “iste bunlar
gibi sayilar” olarak ele almaktansa onlar1 sadece tek tamsayilarin sagladigr matematik-
sel bir kriter ile ifade ediyor. Elimizde boyle ifadeler, yani s6z konusu olan kavramlarin
matematiksel tanimlar1 yoksa kanitlar1 yapamayiz. Matematik, sadece matematiksel
olarak iyi tanimlanmig nesnelerle ilgili ¢ikarimlar yapabilir. Tek sayilarin bir tanimini
vererek giizel bir baglangi¢ yapan ilk deneme, maalesef glipheye yer birakmayan agik-
lama konusunda tembele kaciyor. n sayisi 2’ye tam béliinmiiyorsa, n?'nin de 2’ye tam
boliinmeyecegini iddia ediyor, ama buna bir gerekce gostermiyor. Yani aslinda tek
yaptigi, iddiay1 bagka bir gekilde ortaya atmak. Hala ortada kanit yok.

2. Deneme:

Varsayim: n bir tek tamsay1 olsun.

Tek tamsayilar 2’ye tam boliinmeyen, 2’ye boliimlerinden 1 kalan tamsayilardir.
Simdi n tamsayisinin 2’ye tam boliinmedigini varsayalim, ve n? tamsayisinin da
ikiye tam bdéliinmedigini gosterelim.

n’nin 2’ye boliimiinden kalan 1.

n? de n x n oldugu icin, bunun 2’ye béliimiinden kalan da 1 x 1 = 1 olmal.
Sonug: O halde n? de tek tamsayidir.

Bu neredeyse bir kanit. Tek tamsayilarin tanimini veriyor, iddianin varsayimi ile
yola ¢ikip mantiksal ¢ikarimlar yapiyor ve sonuca ulagiyor. Tek piiriizii, mantiksal
¢ikariminin bagka bir iddiaya dayaniyor olmasi:
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4.1 Dogrudan Ispat

iddia: Eger a1’in n’ye boliimiinden kalan k1, as’nin n’ye boliimiinden kalan ks, ise o
zaman a; X ag’nin n’ye boliimiinden kalan kq x ko dir. !

Bu, dogrulugu kontrol edilmesi gereken bagka bir iddia. O yiizden kanit tamam-
lanmig sayilmaz. Burada isteyen okurlar bu ara dayanak noktasini kanitlamay: veya
yanlig oldugunu gostermeyi deneyebilirler. Bunun igin bolme ile ne kast edildigini
acikca yazmak ve boliinen sayilar ile yapilan iglemlerle kalanlar ile yapilan islemlerin
uyum i¢inde oldugunu gostermek gerek.

Eger bu yol uzun ve zahmetli gériiniiyorsa kendinize su soruyu sormalisiniz: Acaba
kanit1 yazarken isimi kolaylagtiracak bagka bir tek tamsay1 tanimi kullanabilir miyim?

Matematikte bir kavrami tanimlamanin birden fazla yolu olabilir. Bu tanimlar aym
nesneyi tarif ediyorlarsa onlara “denk tanimlar” denir. Bir nesne igin elimizde birden
fazla birbirine denk tanim olmas: hem diigiinme siirecinde, hem kanit yazma siirecinde
cok ige yarayabilir. Elimizdeki 6rnekte tek tamsayilarin tanimini daha karmagik olan
bolme iglemi yerine, ¢carpma iglemi ile verirsek islerin nasil kolaylagtigini gorelim.

Tanim 4.1.1. Bir n tam sayst ejer bir a tamsayist icin n = 2a + 1 esitligini
saghyorsa n’ye tek denir.

Bu tanimin “2’ye béliimiinden 1 kalan tamsayilar tektir” tanimi ile denk oldugu
gorebiliyor musunuz? Fakat bu sefer bolme igleminden bahsetmiyoruz, sadece ¢arpma
ve toplama var.

Kanat.

Varsayim: n’nin bir tek tamsay: oldugunu varsayalim.

Tek tamsaymin tanimi: Bu durumda n = 2a + 1 esitligini saglayan bir a
tamsayisi olmali.

Simdi n?’nin de tek tamsay1 oldugunu gostermek istiyoruz.

Yani tek tamsay1 tanimimiza goére n? = 2b + 1 esitligini saglayan bir b tamsay1-
sinin oldugunu gostermek istiyoruz.

Ama eger n = 2a+ 1 ise n? = (2a + 1)? = 4a® + 4a + 1 = 2(a® + 2a) + 1 olmal.
O halde eger b = 2a® + 2a olsun dersek n? = 2b + 1 olur.

Sonug: Sonug olarak n? de tek tamsay1 tanimimizdan dolay: bir tek tamsay:
olur. O

Iste bu kadar. Kogullu 6nermedeki varsayimi yaptik, ihtiyacimiz olan tanima yer
verdik, tanimdan yola ¢ikarak iglemler, ¢ikarimlar yaptik ve nihayetinde kogullu 6ner-
menin igaret ettigi sonuca ulagtik. Kanitimizin teker teker érnekler i¢in degil, biitiin

1Burada harflerin sag altina bir takim sayilar yazilmasi baz1 okurlarin tuhafina gitmis olabilir.
Bunun ¢ok mantikli bir agiklamasi var ve aslinda bu yazim matematikte ¢ok ise yariyor. Benzer
ozelliklere sahip matematiksel objeleri isimlendirmek istedigimizde bu objelere z, y, z demektense bu
benzerligi kolayca hatirlamak i¢in bir harfin sag altina sayilar (z1,x2, 23 gibi) yazariz, buna indeks
denir. Bagka bir sebep de harflerin sonlu, sayilarin sonsuz olmasi. Bizim 6rnegimizde a1 ve ag boliinen
sayilar, k1 ve k2 ise bu bolme iglemlerindeki kalanlar.
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4. Dogrudan ispat

tek tamsayilar icin gecerli olduguna dikkat edin. Bunu herhangi bir tamsayinin yerini
tutacak n semboliine borg¢luyuz. Bu sembol herhangi bir tamsayinin yerini tutabildigi
i¢in, onunla yaptigimiz iglemlerin de herhangi bir tamsay1 icin gecerli olmasina dikkat
ettik. Matematikte soyut semboller kullanip onlara anlamlar yiiklemek sagilacak de-
recede faydalidir.

Bu kanittan gikardigimiz dersler:

e Kanit1 yazmaya varsayimdan baglamak iyi bir baglangi¢ oldu.

e Varsayimdaki kavramlarin tanimlarina yer vermek matematiksel iglemler
yapmamiza yardimeci oldu.

e Bu kavramlarin birden ¢ok birbirine denk tanimlar1 varsa, hangisi ile ¢a-
ligmanin daha kolay oldugunu diigiiniip ona gore bir tercih yapmak igimizi
kolaylagtirabiliyor.

e Kanitin son ciimlesi, teoremde verilen sonug olunca okuyucu agisindan bir
biitiinsellik saglaniyor.

Gordiigiiniiz gibi insanin “bu tabi ki de dogru” deyip hemen gegebilecegi basit bir
iddianin kanitin1 yazmak epey bir emek isteyebiliyor. Matematik derslerinde “formiil
bu, simdi su 6rnekteki sayilar igin formiilii kullanin” tarzinda yaklagimlara aligkin olan
¢ogu insan i¢in kamit yazmak ilk baglarda ¢ok zordur, ¢iinkii cok daha fazla emek ister.
Bu emegin kargiligindaysa hem kendine giiven, hem kendi zekana saygi kazanilir. Bu
tarz ahigtirmalarla bagkalarindan duydugunuz formiillere olan bagimhiliginmizi azaltip
kendi ayaklariniz iizerinde durmaya baglayabilirsiniz. Sonugta formiilii size séyleyenin
yanlis hatirlamadigi, ya da bilerek yanhs soylemedigi ne malum?

Simdi Teorem 4.1.1’nin kanitin1 bagka bir bakis acisiyla ele alacagiz ki ne yapip
ne yapmadigimiz netlegsin. Gostermeye calistigimiz her n tamsayisi igin n?’nin tek
oldugu degildi. Ornegin eger n sayismi 2 alirsak, n?> = 4 olur ve 4 bir tek say1 de-
gildir, dolayisiyla “Q : n? tektir” tek basina dogru bir énerme degildir. Bu 6nermeyi
P = (@ seklinde formiile edersek, biz () 6nermesinin dogrulugunu kanitlamadik.
Kamtladigimiz sey “varsayim saglandiginda ¢ikarimin dogru oldugu’ydu, g¢ikarimin
tek bagina dogru oldugu degildi. Bu ayrim ¢ok énemli. Iste size bir 6rnek:

Teorem 4.1.2. 4 tek ise 6 da tektir.
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4.1 Dogrudan Ispat

ik diisiinceler

Ornek ilk diisiinceler

4’in tek olmadigini, ¢ift bir tamsay1 oldugunu biliyoruz. Ama bu hi¢ miihim degil.
Teorem bize 4’{in tek mi ¢ift mi oldugu konusunda bir gey stylemiyor. Sadece

Eger 4 tek ise, o zaman 6 da tek olmali

diyor. Bize diisen varsayimin dogru oldugunu farzedip teoremin sonucuna ulag-
mak.

1. Deneme

Varsayim: 4 tek bir tamsay1 olsun.

Varsayimdaki kavramin tanimi: O zaman 4 = 2k + 1 esitligini saglayan bir
k tamsayisi olmal.

Biz 6’'nin tek bir tamsay1 oldugunu, yani 6 = 2/+1 esitligini saglayan bir tamsay1
oldugunu gostermek istiyoruz.

6=4+2=2k+1+2=2(k+1)+1

oldugu i¢in ve k£ + 1 de bir tamsay1 oldugu i¢in £ = k + 1 tamsayisinin 6 = 2¢ + 1
esitligini saglayan bir ¢ tamsayisi oldugunu gostermis oluruz.
Sonug: O halde 6 tamsayis: tektir.

Bir kez daha altim ¢izmekte fayda var, yukaridaki kamtta “6 tamsayisimn tek
oldugunu kanitlamadik,

Eger 4 tamsayisi tek ise 6 tamsayisinin da tek oldugunu

kanitladik. Bu bildigimiz matematik ile ¢elismez. Biz teoremin sonucunun tek bagina
dogru olmadigini biliyoruz, ama ayni zamanda varsayimimizdan sonuca giden man-
tiksal bir yol bulduk. Eger teoremin sonucu dogru mu diye kontrol etmek istersek,
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4. Dogrudan ispat

bildigimiz aritmetikte varsayimimiz dogru mu onu kontrol etmemiz gerek. Tek tamsa-
yinin tanimini kullanarak 4’iin bu tanimi saglamadigini gosterebilirsiniz.

Kapsamh matematik sistemleri pek ¢ok teorem ile insa edilir, bunlar hep bir varsa-
yimdan bir sonuca ulagan énermelerdir. Eger sonuclarin dogrulugu ile ilgileniyorsaniz,
caligtiginiz sistemin icinde varsayimlarinizin dogrulugunu kontrol etmeniz gerekir. Ve
bu varsayimlar bagka teoremlerin sonugclar: olabilirler, 6rnegin teorem 4.1.2’nin varsa-
yimi

2 tamsayisi tekse, 4 tamsayist da tektir.

onermesinin sonucu olarak goriilebilir. Yani teoremleri uguca ekleye ekleye biiyiik bir
yap1 inga ediyoruz. Dolayisiyla insan bu zincirin bagi nerede, bu binanin temelleri
saglam mi diye merak ediyor. Aksiyomlar tam olarak burada devreye girerler.

Pph—= -+ = P,y = P, = P,y1 = Prio = ...

Bu zincirin sol ucu sistemimizde dogrulugunu sorgulamadan kabul ettigimiz oner-
melere, yani aksiyomlara baghdir. (Bu resim gergekte diiz bir ¢izgiden ¢ok dallanip
budaklanan bir agaca benzer.) Zincirin bagindaki varsayim dogruysa, sonrasmdaki
biitiin ¢ikarimlar da dogrudur. O yiizden hangi aksiyomlar: sececegimiz ¢ok Snem-
lidir. Bazen kesinlikle dogru olmasini istedigimiz onermeleri aksiyom olarak segeriz,
bazen de dogru olmasini ¢ok istedigimiz kimi karmagik sonuclar varsa onlara sebebiyet
verecek en basit aksiyomlar: arariz.

Simdi dogrudan kanit konusundaki 1simnma turlarina devam edelim. Yine basit bir
iddia ele alalim.

Teorem 4.1.3. n tamsayse ¢ift ise n? — 6n + 5 tamsayisy tektir.

Ik diisiinceler

Ornek ilk diisiinceler

n ciftse, n? de 6n de cifttir. Iki ¢ift tamsaymmn fark: bize yine bir ¢ift tamsay:
verir, ¢ift art1 tek de tek yapar. Bu da ispat1 bitirir.
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4.1 Dogrudan Ispat

Yukaridaki ispatta yazanlari anlamaya caligtiginizda ispata ikna olabilirsiniz ve
ayakiistii bir sohbette bu ispati yaptigimizda insanlar sizi mazur gorebilirler. Fakat
matematikte ispatlari yazmak icin daha yiiksek standartlarimiz var. Hem okuyacak
kisiye olan saygidan, hem de arada atladigimiz bir durum olmadigina dikkat etmek
icin daha anlagihr ve aciklayici kanitlar yazariz. Ustelik sadece sizin arkadaslarinizla
aranizda kullandiginiz jargondan sectiginiz kelimeleri kullanmaniz da okurlarin ispati
anlamasim imkansiz hale getirebilir. Ispat yaparken dikkat etmemiz gereken en énemli
noktalardan birisi yazdiklarimizin bizi hi¢ tanimayan, bagka bir kiiltiirden, bagka bir
yiizyildan insanlarin da okudugunda anlayabilecegi sekilde yazmaktir. Bu sebeple ka-
nitimizi simdi biraz daha agiklayici ve evrensel ifadelerle yazalim, tabii ki kanitta bir
tamsaymin ¢ift olmasiin tanimina ihtiyacimiz olacak:

Tanim 4.1.2. Eger bir n tamsayist i¢in n = 2a esitligini saglayan bir a tamsayist
varsa n tamsayisina ¢ift denir.

Kanat.

Varsayim: n ¢ift bir tamsay1 olsun.

Varsayimdaki kavramin tanimi: O halde n = 2q esitligini saglayan bir a € Z
vardir.

n? — 6n + 5 ifadesinde n yerine 2a yazarsak: (2a)? — (6 x 2a) + 5 sayisiu elde
ederiz.

Bu da 4a? — 12a + 5 = 2 x (2a® — 6a + 2) + 1 sayisina esittir.

b = 2a% — 6a + 2 olsun dersek n? — 6n + 5 sayisim 2b + 1 formunda yazabiliriz.
Sonug: O halde n? — 6n + 5 bir tek tamsayidir. O

Kanitimiz su an derdini ¢ok daha net bir gekilde ifade ediyor. Ancak dikkatli bir
okur, bu kamitin da bir ¢atlagi oldugunu gorebilir. Kanitin gegerli olmasi igin b diye
isimlendirdigimiz saymin bir tamsay1 olmas1 gerektigini gorebiliyor musunuz? b’nin
neden bir tamsay1 oldugunu kanitlayabilir misiniz?

Simdi tamsayilarm tekligi ya da ¢iftligi ile degil, birbirlerini bolme iligkisi ile ilgili
bir teoremi kanitlamaya caligalim.

Teorem 4.1.4. a, b ve ¢ tamsayilary i¢in a, b’yi boler (a|b) ve b, ¢’yi bolerse (b | c)
o zaman a, ¢’yi boler (a | c).
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4. Dogrudan ispat

ilk diisiinceler:

Bu durumda bazi okurlar a’y1 5, b’yi 7 alalim; 5, 7’yi bélmez ki diye diigiinerek
bu teoremin yanlig oldugu kamsina kapilabilirler. Okurlarin soyledigi seyin bir kismi
dogru, 5, 7’yi bolmez fakat bunun yukaridaki teoremle bir ilgisi yok. Yukaridaki teore-
min varsayimina dikkat etmeliyiz. Teorem a’nin b’yi ve b’nin, ¢’yi boldigi durumlar
igin bir ¢ikarimda bulunuyor. Bu kogulu saglamayan sayilar hakkinda hig bir sey soy-
lemiyor. Biz bu kogula uyan sayilarla ilgili ne sonug¢ ¢ikarabilecegimizle ilgileniyoruz.

Ornek ilk diigiinceler:

Tamam, yillardir b6lme yaptigim i¢in bu iddiada neyden bahsedildigini biliyorum.
Ama kanit1 yazabilmek igin “a, b’yi boler” ifadesinin matematiksel tanmimina ih-
tiyacim olacak. Bir iglemin nasil yapildigini bilmek ile matematiksel tanimini
bilmek farkh geyler. Bir onceki kanitta boélme yerine carpma kullanan bir ta-
nim kullanarak igimi kolaylagtirmigtim. Acaba “a, b’yi boler.” ifadesini ¢arpma
kullanarak tanimlayabilir miyim?

Bu ¢ok giizel bir baglangig. Artik kanit yazmak i¢in tanimlara ihtiyacimiz oldugunu,
ve kimi tamimlarin digerlerine gore daha islevsel olabildigini biliyoruz. Yaptigimiz her
kanittan yeni bir seyler 6grenecegiz. Simdi “a, b’yi béler”i nasil tanimlayabilecegimizi
diigtinelim.

Tanim 4.1.3. a ve b birer tamsay olsun. Eger b’nin a’ya bélimiinden kalan sifirsa
bu durumda a, b’yi boler deriz.

Bu bir tamim, ancak sifir ile bélemedigimiz i¢in sadece a’nin sifirdan farkl oldugu
durumlar i¢in gecerli. Hem bu sorunu agmak i¢in, hem de elimizde birden fazla tanim
olmas1 bize kanit yazarken daha kolay bir ¢ikar yol bulmada yardimeci olabildigi icin
bir de su tanimi yazalim.

Tanim 4.1.4. a ve b birer tamsay: olsun. Eger b = a X k esitlhgi saglayan bir
k € Z varsa bu durumda a, b’yi boler deriz ve bunu a | b seklinde yazariz.

Ikinci tamimda bir saymin digerini bolmesini carpma iizerinden tammladigimiza
dikkat edin. Carpma iglemi bolmeden daha kolaydir. Sifir1 sifira boliip bir tamsayi
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4.1 Dogrudan Ispat

elde edemedigimiz halde, bu tanimdan dolay:1 “Sifir sifir1 boler.” Snermesinin dogru
oldugunu da goriyor musunuz? Ama sifir bolii sifirdan bahsedemiyoruz, ¢linkii o du-
rumda 0 = 0 X k egitligini saglayan tek bir k tamsayisi yok.

1.Deneme

Varsaymm: a,b,c € Z ve a | b ve b | ¢ oldugunu varsayahm.

Varsayimdaki kavramlarin tanimi: Bu, tanim olarak b=a x k ve c = b x /¢
esitligini saglayan k ve ¢ tamsayilar: var demek.

Ben a | ¢ oldugunu gostermek istiyorum.

Yani ¢ = a x m egitligini saglayacak bir m tamsayis1 vardir.
Sonug: O halde a, ¢’yi boler.

Harika bir baslangic. Iddiamizdaki varsayimi yazarak basladik. Bu varsayimda
gegen kavramlarin kanitta kullanabilecegimiz tamimlarm ifade ettik. Ve kanitta ne
yonde ilerlemek istedigimizi hatirlattik. Buraya kadar yaptigimiz islerin ¢ok mekanik
olduguna dikkat edin. Dogrudan ispat yontemiyle yazacagimiz biitiin kanitlara bu se-
kilde baglayabilirsiniz. Hatta kanitiniza direk bu sablonu uygulayarak baglarsaniz ¢ok
iyi bir aligkanlik edinmis olursunuz. Hangi sonuca ulagmak istedigimizi de biliyoruz,
hatta o sonugtan bir adim o6ncesine gidip aradigimiz sonucu matematiksel bir tanim
cinsinden de yazdik. Simdi kanitin can alici olan diiglinme kismina geldik. Aradigimiz
gibi bir m tamsay1 bulmak i¢in nasil iglemler yapabiliriz? Bu agamada elimizdeki ifa-
delerle oynayip neler elde edebildigimizi kesfe ¢ikmaliyiz.

Kanat.

Varsaymm: a,b,c € Z ve a | b ve b | ¢ oldugunu varsayalim.

Varsayimdaki kavramlarin tanimi: Bu, tanim olarak b =a x k ve c = b x ¢
esitligini saglayan k ve £ tamsayilar: var demek.

Istedigim: Ben a | ¢ oldugunu, yani ¢ = a x m esitligini saglayacak bir m
tamsayisi oldugunu gostermek istiyorum.

Elimde b = a X k ve ¢ = b x £ esitlikleri var, k ve ¢ soruda verilmemis, benim
kanit i¢in ortaya attigim birer tamsayn.

Mesela ikinci esitlikte b yerine ilk esitlikteki ifadeyi yazabilirim.

Bu da bana ¢ = (a x k) x £ esitligini verir.

Carpma iglemi birlesmeli oldugu igin ¢ = a x (k x £) olur.

Eger m = k x £ olsun dersek ¢ = a xm esitligini saglayan bir m tamsayisi bulmusg
oluruz.

Sonug: O halde bélme tanimimizdan dolay1 a, ¢’yi boler. ]

Iste bu kadar, iyi bir baslangictan sonra biraz ugragarak ikinci denemede kaniti-
miz1 tamamladik. Ozellikle kanit yazma konusunda yeni olanlarin akillarindan gegen
diislincelerin hemen hepsini kagida dokmeleri ¢ok 6nemli. Maalesef giiniimiizdeki ma-
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tematik kiltiirtinde ¢ogu kitapta insan anlayisi i¢cin ¢ok 6énemli olan bu diiglincelere
yer verilmiyor. Ornegin yukaridaki kanit1 mantiksal minimalizm ile yazarsak soyle g6-
rindr:

albANble = FkleZ: (b=axk)N(c=bxl=(axk)xl=ax(kx/))
= alc

Yerden tasarruf ederken iletisimden ne kadar kaybettigimizi fark etmigsinizdir.

Simdi bir kez daha P =— @ kosullu 6nermesinin dogru olmasi i¢in, P’nin ve
@’'nun tek bagina dogru olmas: gerekmedigini hatirlayalim.

Teorem 4.1.5. 6, 7’yi bolerse 3, 10’u boler.
Bu sefer ilk diistinceler i¢in daha biiylik bir kutu birakiyoruz. Bu teoremi oku-

dugunuzdaki diigiincelerinizi ve hissettiklerinizi (!) yazabilirsiniz, insanin matematik
yaparken zaman zaman rahatlamaya ihtiyaci olabiliyor.

Ik diisiinceler

Evet, evet, merak etmeyin, hissettiklerinizin farkindayiz ve onlar1 anliyoruz. Ici-
mizi rahatlatacak nokta su: biz ne 6'min 7’yi boldiigiini ne de 3’tiin 10’u boldigini
gostermeye caligiyoruz.

Ornek ilk diigiinceler:

6’nin 7’yi bolmedigini biliyorum, ve 3’in 10’u bolmedigini de biliyorum. Ama
bunlarin bir énemi yok, benim kontrol etmeye ¢alistigim sey eger 6’nin 7’yi bol-
diiglinii varsayarsam, bunun sonucu olarak 3’iin 10’u bolmesi gerektigi.
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Kanat.
6’'nin, 7’yi boldiigiini varsayalim. O zaman tanim geregi

T=06xk

esitligini saglayan bir k tamsayisi olmali. Bakin boyle bir k£ tamsayisinin var
oldugunu sdylemiyoruz, sadece bdyle bir k tamsayisinin var oldugunu varsayiyo-
ruz.

Ulagmak istedigimiz sonucu tekrar diigiinelim: 3, 10’u boéler. Dolayisiyla biz

10=3x/

esitligini saglayan bir ¢ tam sayis1 ariyoruz. Esitliklerin sol tarafindaki sayilar
arasinda 3 fark olduguna dikkat edin. Esgitliklerin sol tarafin1 benzetmek i¢in ilk
esitlige 3 ekleyebiliriz. Boylece elimize

10= (6 x k) +3=06k+3

esitligi geger. Simdi geriye ufak bir iscilik kaldi. Bulmaya caligtigimiz sey 10’u
3’lin bir kat1 olarak yazip yazamayacagimizdi. O zaman esitligin sag tarafini 3

parantezine alirsak
10=3x (2k+1)

olur. Dolayisiyla 3, 10’u boler ve bu da ispatimizi bitirir. O

Bu teoremi (P = Q) seklinde diigiiniirsek

P : «6,7yi boler. »
Q : « 3,10'u boler. »

olur.

Lisede mantik dersinde yaptiklarimizi ufak bir doniis yapalim. P 6nermesinin ve
@ onermesinin dogruluk degerleri yanhg oldugunda P =— (@ Onermesi dogrudur.
Dolayisiyla kanitlayabilmis olmamiza ¢ok da sasirmali.

Su ana kadar teoremlerimizin tamsayilarla ilgili olduguna ve bu sayilarin yerini
tutmasi i¢in a,b,c ya da k, ¢, m,n harflerini kullandigimiza dikkat edin. Mantiksal
olarak fark etmese de, belli sembolleri hep ayni1 kavramlar i¢in kullanmak psikolojik
acidan cok 6nemlidir. Ornegin hemen herkes Pisagor teoremini a? 4+ b?> = ¢ olarak
hatirlar, a,b ve ¢ dogal sayilardir. Oysa Pisagor teoremi tabii ki iki dik kenari v/2 ve
hipotentiisii 2 birim uzunluktaki {icgenler i¢in de gecerlidir.

Biz de yazilarimzda a,b, ¢ ya da k,¢,m,n harflerini tamsayilar i¢in kullanmaya,
gercgek sayilar iginse x, y, z harflerini kullanmaya dikkat edecegiz. Iste gercek sayilarla
ilgili ilk teoremimiz:

Teorem 4.1.6. = ve y sifirdan biyik esit gercel saylary i¢in 2./Ty < x + 1y olur.

23



4. Dogrudan ispat

ilk diisiinceler

Esitsizlikleri kanitlamak esitliklere gore biraz daha zordur. Boyle sorularda esit-
sizligin bir tarafim 1 ya da 0 gibi degerini bildigimiz bir sabite ¢evirmenin faydasi
olabilir. Bunun igin ya iki taraftan da aym ifadeyi ¢ikarmak, ya da iki tarafi da aym
ifadeye bolmek (ve sifira bolmedigimize dikkat etmek) gerekir.

Ornek ilk diigiinceler:

Esitligin iki tarafim1 da 2,/xy’ye bolersem 1 < 2””\;% olur. Tabi burada x’in ya da
y’nin sifir olmadigim varsaydim. Ustelik yeni elde ettigim esitsizlikle ne yapabi-

lecegimi de bilmiyorum.

1. Deneme

Varsayim: x, y sifirdan biiyiik birer gergek say1 olsunlar. Esitligin iki tarafindan
da 2,/ry gikaralim:

0<z+y—2/xy

Esitligin sag tarafinin pozitif oldugunu iddia etmek i¢in onu bir seyin karesi
olarak yazmak iyi olabilir, ama ortada 22 ya da y? terimleri yok. O halde z ve
y’li bir terimin karesi degil. Ama aslinda x dedigimiz /z’in karesidir. O zaman
bir hesap yapalim:

(Ve —y)? =z —2/zy+y

Bu tam olarak ilk esitsizlikteki ifade.

Simdi bu fikirleri toparlayip kanit1 diizglince yazalim.
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Kanat.

Varsayim: x,y sifirdan biiyiik birer gercek say1 olsunlar. x ve y pozitif gercek
sayilar olsunlar.

O zaman /z ve ,/y sayilar1 da pozitiftir.

Bu iki saymnm farkinin karelerini alahm, yani (y/z — \/gj)Q Herhangi bir gergel
saymin karesi 0’dan biiyiik egit olacagi i¢in g0yle yazabiliriz:

(Ve —y)? >0

Kare alma iglemini yapalim:

z—2/xy+y>0

2./xy’yi kars: tarafa atarsak

Sonug: = + y > 2,/7y esitsizligini elde ederiz. O

Yukaridaki kanitimizin hi¢ bir eksigi yok, ama bir fazlasi var. Kamittaki fazlahig
gorebiliyor musunuz?

Varsayimdan hemen sonra yer verdigimiz “O zaman /z ve /y sayilar1 da pozitif-
tir.” gozleminden kanmit boyunca hig faydalanmadik. Dolayisi ile bu gozlemin kaniti-
miza bir etkisi yok. Mantiksal biitiinligi, fikirler arasimndaki gegisleri ve anlagilirhg:
on plana ¢ikarmak icin bu tarz gereksiz 6gelere kanitlarda yer vermeyiz. Bir sekilde
diisiinme agamasinda boyle gozlemler yapip bir kenara not almis olsak da, en son
kanitimizi temize cekerken yazdigimiz her seyin gercekten gerekli oldugunu kontrol
ederiz.

Bu boliimde yaptigimiz ¢aligmalarin sonucunda bir kanitta olmasini istedigimiz
ozellikler bulduk:

w

~N O Ot

. Kanitta varsayima yer vererek baglamak istiyoruz.
. Varsayimda bahsi gegen kavramlarin tanimlarina yer vermek istiyoruz.

. Ara adimlarda varsayimdan ve verdigimiz tanimlardan yararlanmig olmak isti-

yoruz.

. Kanitta gereksiz kisimlar olmasin istiyoruz.
. Kamit1 teoremdeki sonug ile bitirmek istiyoruz.
. Gerekgeleri iyi agiklanmamig, eksik kalmig ¢ikarimlar olmasin istiyoruz.

. Kanmitta kullandigimiz a, b, n, k, x,y gibi sembollerin hangi kiimenin elemanlar:

yerine gectigini belirtmis olmak istiyoruz.

Ileride kendi yapacagimz kamtlarda bu 6zellikleri aklimizin bir ucunda bulundura-
rak kendi yazdiklarinizi gbzden gecirebilirsiniz.
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